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Abstract 

The space of closed subgroups of a locally compact topological group is endowed with 
a natural topology, called the Chabauty topology. We completely describe the space of 
closed sugroups of the group R x Z, which is not trivial : for example, its fundamental 
group is uncountable. 

Si G est un groupe topologique localement compact, l'espace G (G) des sous-groupes fermés 
de G est muni de la topologie de Chabauty (voir |Cha| ). Cette topologie fait de G (G) un espace 



compact (voir par exemple |Har| pour une excellente introduction). L'objet de cet article est 
l'étude de cet espace pour le groupe topologique G = Kx Z, et nous montrerons que la topologie 
de Ç(l x Z) est singulièrement compliquée, et ce malgré la simplicité de R x Z. 

C. Chabauty a introduit en 1950 cette topologie afin d'étudier les réseaux de M n . L'espace 
G (G) dans son ensemble est en général difficile à expliciter : le premier calcul complet non banal 
est dû à I. Pourezza et J. Hubbard en 1979, qui ont montré que pour le groupe topologique 
G = M 2 , l'espace G (M 2 ) est homéomorphe à la sphère S 4 de dimension 4 (voir |PH| ). Bien plus 
récemment, M. R. Bridson, P. de la Harpe et V. Kleptsyn ont calculé cet espace pour le groupe 
de Heisenberg de dimension 3 (voir |BHK| ). 

Dans une première partie, nous rappelons des propriétés élémentaires de la topologie de 
Chabauty, et des recollements d'espaces topologiques. Dans une deuxième partie, nous com- 
mençons par décrire les familles de sous-groupes fermés de M x Z, puis nous expliquons la 
manière dont ces sous-espaces de sous- groupes se recollent. 

Soit A C M 2 l'espace des « anneaux hawaïens » (voir la figure CD), réunion d'une infinité 
dénombrable de cercles (Ai)neN\{o} se rencontrant deux à deux exactement en un point et 
s'accumulant sur ce point. Pour tout entier k G N\{0}, considérons une copie du cône 
topologique fermé sur le cercle R/Z, de sorte que la suite des cônes deux à deux disjoints 
(Cfc)fc g N\{o} s'accumule sur le segment / = [0, oo] le long des génératrices de ces cônes. Enroulons 
enfin le bord du cône Ck sur l'espace A, de sorte que le cercle A n soit parcouru fois si k ne divise 
pas n et <£>(§) fois si k divise n (où <p désigne la fonction indicatrice d'Euler). Une définition 
plus précise de l'application de recollement de UfceN\{o} sur ^ sera donnée dans la seconde 
partie, et on pourra se reporter à la figure M pour une représentation schématique. 

Théorème. L'espace Ç?(R x Z) est homéomorphe à la réunion des cônes (Ck)k£N\{o} s'accumu- 
lant sur I, recollés sur l'espace A. 
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Enfin, nous nous intéressons au groupe fondamental de l'espace Ç(lxZ), et nous montrons 
que malgré le recollement de tous ces disques sur A, il n'est pas dénombrable. 

Je tiens à remercier chaleureusement Frédéric Paulin pour ses relectures attentives et ses 
précieux conseils, ainsi que le rapporteur pour ses nombreuses remarques ayant permis de bien 
améliorer la présentation de cet article. 

1 Préliminaires 
1.1 Définitions 

Soit X un espace topologique localement compact, et J-'(X) l'ensemble des fermés de X. 
On munit T{X) de la topologie de Chabauty ( |Cha| ) : les ouverts sont les réunions quelconques 
d'intersections finies de parties de la forme : 

O k = {H e G(G) -.HnK = ÏÏ} 
0' v = {H e g (G) : H n U ^ 0} 

où K est un compact de X et U un ouvert de X. 

Soit G un groupe topologique localement compact. On note G (G) C J-(G) l'ensemble de ses 
sous-groupes fermés, muni de la topologie induite. Le résultat suivant est classique : 

Proposition 1.1. L'espace topologique !F(X) est compact. De plus, le sous-espace G(G) est un 
fermé de F (G), donc est compact. (Voir par exemple JBovL Chap. VIII, §5/ ; jCEG\ Proposi- 
tion 1.3.1.2, p. 59], fCDP} Proposition 1.7, p. 58].) □ 

Proposition 1.2. Soit f : G — > H un morphisme de groupes topologiques localement compacts, 
qui soit une application ouverte. Alors V application G*(f) '■ G {H) — > G (G) définie par A \— > 
f~ 1 (A) est continue. 

Démonstration. Soit K un compact de G, alors f(K) est un compact de H et G*(f)~ 1 (OK) = 
Of(K) est un ouvert de G {H)- Soit U un ouvert de G, alors par hypothèse f(U) est un ouvert 
de H et G* (f)" 1 (O'jj) = O'j^ est un ouvert de G (H). Ainsi l'application G*(f) est continue. □ 

Proposition 1.3. Soit f : G — > H un morphisme de groupes topologiques localement compacts, 
qui soit une surjection ouverte. Alors l'application G*(f) '■ G (H) — > G (G) définie par A i— > 
f~ 1 {A) est un homéomorphisme sur son image. 

Démonstration. Puisque le morphisme / est surjectif, pour tout sous-groupe fermé A de H, 
nous avons f(G*(f)(H)) = H, donc l'application G*(f) est injective. D'après la proposition pré- 
cédente, l'application G*(f) est continue. Enfin, puisque l'espace G (H) est compact et l'espace 
G (G) séparé, l'application continue injective G*(f) est un homéomorphisme sur son image. □ 

Proposition 1.4. Soit f : G — > H un morphisme de groupes topologiques localement compacts 
qui est un homéomorphisme sur son image, d'image fermée. Alors l'application G*(f) '■ G (G) — > 
G (H) définie par A f(A) est un homéomorphisme sur son image. 



2 



Démonstration. Soit A un sous-groupe fermé de G. Alors, puisque / est un homéomorphisme 
sur son image, f(A) est un sous-groupe fermé de f{G). Or f{G) est lui-même un sous-groupe 
fermé de H, donc finalement f(A) est un sous-groupe fermé de H : ainsi, l'application G*(f) 
est bien définie. 

Considérons l'application g = / -1 |/(g) : f(G) — » G : c'est un isomorphisme de groupes 
topologiques localement compacts. Ainsi l'application G* (g) : G (G) — > G (H) est un homéomor- 
phisme sur son image, et cette application coïncide avec l'application G*(f)- D 

Remarquons que l'hypothèse que / réalise un homéomorphisme sur son image est nécessaire. 
En effet, considérons l'identité i du groupe G = M muni de la topologie discrète, à valeurs dans 
H = M. muni de la topologie usuelle. L'identité i est un morphisme de groupes topologiques, 
bijectif, dont l'image est bien un sous-groupe fermé de M, mais l'application G*(i) n'est même 
pas définie : tout sous-groupe (même non fermé) de H est un sous-groupe fermé de G. 

Dans le cas où le groupe topologique localement compact G est muni d'une distance indui- 
sant sa topologie, on peut décrire la convergence des suites de sous-groupes fermés de G pour 
la topologie de Chabauty. 

Proposition 1.5. Une suite de sous-groupes fermés (H n ) ne ^ converge vers un sous-groupe 
fermé H dans G (G) si et seulement si H est l'ensemble des valeurs d'adhérence des suites de 
(-ffn)neNj c'est-à-dire : 

1. Pour tout x G H , il existe une suite (x n )n&l convergeant vers x telle que, pour tout n, 
nous ayons x n G H n . 

2. Pour toute partie infinie P C N, pour toute suite (x n ) ne p convergeant vers x telle que 
x n G H n pour tout n G P, nous avons x G H . 

(Voir par exemple \CEG\ Lemma 1.3.1.3, p. 60], JOUR Proposit ion 1.8, p. 60].) □ 



Proposition 1.6. Si de plus la distance d sur G est propre (i.e. les boules fermées sont com- 
pactes), alors l'espace G (G) est métrisable, pour la distance de Hausdorff pointée (voir \BH\. 
Définition 5.43, p. 76]) : si H, H' sont des sous-groupes fermés de G, on définit d Hau (H, H') 
comme la borne inférieure des e > tels que : 

HnB(e,~) C V E (H') 

etH'nB(e,^) C V e (H), 

où V £ (H') désigne le e-voisinage ouvert de H' dans G. (Voir par exemple {CDPl Proposition 1.8, 
p. 60].) □ 

1.2 Exemples 

Les exemples suivants de calculs d'espaces des sous-groupes fermés sont bien connus, nous 
les rappelons pour fixer les notations. 

Notons Xz le sous-espace topologique compact de M défini par X% = {0} U {-,n G N\{0}}. 
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Proposition 1.7. L'application (f>z '■ X% — > Gfà) définie par - h- > nZ et \— > {0} est un 
homéomorphisme. □ 

Adoptons la convention suivante désormais : ^Z = {0} et ^Z = R. Cette convention est 
justifiée par la proposition suivante. 

Proposition 1.8. L'application </>k : Ar = [0, oo] — > G(M.) définie par a \— > ^Z est un homéo- 
morphisme. □ 



1.3 Recollement d'espaces topologiques 

Soient A, Y deux espaces topologiques disjoints, A C X une partie fermée et / : A — »■ Y 
une application continue. Soit 1Z la relation d'équivalence sur XUY engendrée par {a ~ f(a) : 
a G A}. Alors l'espace topologique quotient X UfY = (AU Y)/1Z est appelé le recollement de 
A et y via / le long de A. 

Proposition 1.9. Soient A, Y, A, / comme ci-dessus etp: XUY-^XUfY l'application de 
projection. Soient Z un espace topologique, : A — > Z e£ : F ^ Z continues et compatibles 
pour f , c'est-à-dire qui vérifient 4>\a = 4> ° /■ l'unique application (pUfip: XUfY^Z 

telle que (4> Uy ^) o p| x = (p et (4> U/ o p|y = ^ est continue. (Voir par exemple \Dug , 
Theorem 6.5, p. 129].) 

Proposition 1.10. Soient X,Y,A,f comme ci-dessus. Supposons X régulier (i.e. on peut 
séparer un point et un fermé disjoints par des ouverts) et Y séparé, alors le recollement X Uf Y 
est séparé. 

Démonstration. Deux points distincts de p(Y) sont séparés dans X UfY. Soit x G X\A et 
a G A. Montrons que p(x) et p(a) sont séparés dans A Uf Y : soit F = / _1 (/( a )) fermé de 
A. Or A est fermé dans A, donc F est fermé dans A. De plus F est inclus dans A, et x G" A, 
donc x ^ F. Comme A est régulier, on peut séparer x et F par des ouverts de A, lesquels se 
projettent par p en des ouverts disjoints de X UfY. □ 

Soit A un espace topologique et A une partie fermée de A. Soit 71 la relation d'équivalence 
engendrée par {a ~ a' : a, a' G A}. On note A/ (A) l'espace topologique quotient X/TZ, appelé 
V écrasement de A dans A. Il est naturellement homéomorphe au recollement A U/- {pt}, où 
/ : A — > {pt} est une application constante. En particulier, d'après la proposition 11.101 si A 
est régulier, alors l'écrasement A/ (A) est séparé. 



2 Le groupe R x Z 

Considérons le groupe topologique localement compact R x Z, muni de la topologie produit : 
le groupe R x Z est métrisable, pour la distance ô((x,n), (x',n')) = max{|x — x'\, \n — n'\}. 
Remarquons de plus que cette distance est propre. Notons % : R <^-> R x Z le morphisme injectif 
x i— » (x, 0) et 7r : R x Z — » Z la deuxième projection. 

Nous noterons -E'(x) la partie entière du réel x. Adoptons la convention que nous écrirons 
chaque rationnel (3 = | avec a G Z et 6 G N\{0} premiers entre eux. Si /? G R, nous noterons 
/3 son image dans R/Z. 
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2.1 Description des sous-groupes fermés de M x Z 

Nous allons maintenant décrire tous les sous-groupes fermés du groupe RxZ. 

Remarquons que le morphisme i est ouvert, donc d'après la proposition 11.21 l'application 
G*(i) : 5(K x Z) — ► Ç/(R) qui à H associe z _1 (ii) est continue. Grâce à l'homéomorphisme 
0r : [0, oo] — » G (M), on peut définir l'application continue a : (f^ 1 o Ç7*(i) : Ç7(R x Z) — » [0, oo]. 

Soit i/ un sous-groupe fermé de M x Z. On notera a = a(H) son image par a. De plus, 
ir(H) est un sous-groupe de Z : soit donc n = n(H) l'unique élément de N tel que ir(H) = nZ. 

Si n = 0, alors H = G^, où nous notons 

Gi = Z(-,0). 

a 

Si n > 0, plusieurs cas sont à distinguer. 

- Si a = 0, alors 7r -1 (n) H H = {(7,72)}, pour un unique 7 = 7 (if) G R. Alors ii = G^ n , 
où nous notons 

G^ = Z( 7) n). 

- Si < a < 00, alors 7r -1 (n) n ii = {(^,n),p G Z}, pour un unique /3 = /5(ii) G R/Z. 
Alors ii = G 7/ | , où nous notons 

a,p,n 

G^ B = Z(±,0) + Z(£,n). 

- Si a = 00, alors 7r _1 (n) n ii = R x {n}. Alors H = G™ ' , où nous notons 

G 1 / = R x nZ. 



Proposition 2.1. L'ensemble £?(R x Z) des sous-groupes fermés de R x Z est réunion disjointe 
des familles 

{G I a = Z(-,0) : a G [0, 00]} 
a 

{G^ n = Z( 7 ,n) : 7 GR,nGN\{0}} 
{G^| n = Z(-,0) + Z(^,n) : «G]0,oo[jGR/Z,nGN\{0}} 

et {G 1 / = R x nZ : n G N\{0}}. 
£>e p/«s, /e paramétrage de chacune de ces familles est bijectif. 

Démonstration. Ceci découle de la définition et de l'unicité des paramètres «(ii), n(H), (3{H) 
(si n > et a G ]0, 00 [ ) et 7 (H) (si n > et a = 0), pour un sous-groupe de R x Z fermé ii 
donné. □ 

Considérons trois sous-espaces de £?(R x Z) : 
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1. Le sous-espace G 1 des sous-groupes fermés de M x Z dont la projection sur Z est {0}. Ses 
éléments sont les sous-groupes G^, pour a G [0, oo]. 

2. Le sous-espace G 11 des sous-groupes fermés de M x Z qui sont cycliques infinis et ont une 
projection sur Z différente de {0}, ainsi que le sous-groupe {0}. Ses éléments sont les 
sous-groupes GjJ n , pour 7 G M et n G N\{0}, et {0}. 

3. Le sous-espace G 111 des sous-groupes fermés de t x Z isomorphes à Z 2 ou à M x Z. Ses 
éléments sont les sous-groupes G J J^, pour a g]0, 00 [, (3 G R./Z et n G N\{0}, ainsi que 

les sous-groupes G™ , pour n G N\{0}. Notons G^ 1 le sous-espace correspondant à une 
valeur n G N\{0} fixée, c'est-à-dire la réunion des G 7/ |^, pour a G ]0, 00 [ et j3 G R/Z, et 

de G^. 

Nous allons décrire la topologie de chacun de ces sous-espaces G 1 , et Ç? m . Puis nous 
allons décrire comment ces espaces se recollent pour former l'espace G (M. x Z). 

2.2 Le sous-espace Ç/ 7 

Proposition 2.2. L'application ip 1 : [0, 00] — > (y 7 définie par a t— > Z(^,0) est un homéomor- 
phisme. 

Démonstration. Remarquons que ip 1 est la composée de l'homéomorphisme 0r : [0, 00] — > 
Ç7(R) et de l'application Ç/*(i) : Ç7(R) — > Ç(RxZ). Or le morphisme 2 est un plongement d'image 
fermée de M x Z, donc d'après la proposition CL3J l'application G*(i) est un plongement, d'image 
G 1 . □ 

2.3 Le sous-espace Q 11 

Considérons l'espace topologique des « anneaux hawaïens » 

A= [j A n 

neN\{0} 

où A n désigne le cercle dans la droite complexe C de centre - et de rayon - (voir la figure CD) . 
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FlG. 1 - L'espace des « anneaux hawaïens » A 



Considérons la bijection ip 11 : A — > Ç 11 définie par 

^(l + e 2 ^0 » G^ )n ,oùneN\{O}et0G]-|,|[ 
^ {0}. 

L'application admet pour inverse l'application : Ç 11 — > A définie par 

G£„ i-> 1(1 + e 2iarctan ©) où n G N\{0} et 7 G M 
{0} ^ 0. 

Proposition 2.3. L'application ip 11 est un homéomorphisme. 

Démonstration. Comme l'espace de départ est compact métrisable et que l'espace d'arrivée 
est séparé métrisable, il suffit de montrer que l'application ip H est séquentiellement continue. 

Montrons que, pour tout n G N\{0} et 6 g] — f,|[, l'application ip H est continue en 
z = ^(l + e 2ld ). Soit (zk = ^(1 + e 2zdk ))kcn une suite de A convergeant vers z, c'est-à-dire que la 
suite (9k)keN converge vers 9. Montrons que la suite (il> n (zk))keN converge vers ip H (z). Le géné- 
rateur (ntan#, n) de ip H (z) est limite de la suite (n tan9 k , n) keN d'éléments de (ip 11 (zk))km- Ré- 
ciproquement, supposons qu'une suite (pkntaia9k,Pkn)kGP d'éléments de (ip H ( z k))k£P converge 
vers (x, m), où P désigne une partie infinie de N et où pk G Z pour tout k G P. Alors pk = p 
est constant à partir d'un certain, donc (x, m) = p(ntsna9,n) G ip n (z). 

Montrons que l'application ip 11 est continue en 0. Soit (zk = ^-(1 + e 2tdk ))k<=N une suite de 
A convergeant vers 0. Si la suite (n^km tend vers +oo, il est clair que la suite de sous-groupes 
(if) 11 (zk))km converge vers {0} = ip n (0). Sinon, quitte à extraire, on peut supposer que la 
suite (9k)ken tend vers ^p, et dans ce cas il est également clair que la suite de sous-groupes 
(^ /7 (z fc )) fcgN converge vers {0} = ifj n (0). □ 
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Définissons de plus, pour tout n G N\{0}, l'application ipi 1 '■ A — > Ç n par 

I(l + e W)^0 -> ^ ane ,6n,où&GN\{0}et^e]-|,|[ 
^ {0}. 

Il est clair que l'application ip^ est un homéomorphisme sur une partie fermée de G 11 . 

2.4 Le sous-espace Ç IH 

Notons C l'écrasement {(a,/3),a G [0,oo],/3 G R/Z}/({oo} x R/Z), muni de la topologie 
quotient de la topologie usuelle sur [0, oo] x R/Z : l'espace C est homéomorphe à un cône 
fermé (on notera indifféremment un point de [0, oo] x R/Z et son image dans C). Notons 
de plus C l'image de ]0, oo] x R/Z dans C : l'espace C est homéomorphe à un cône ouvert. 
Notons également dC le bord de C, c'est-à-dire l'image de {0} x R/Z dans C : l'espace dC est 
homéomorphe au cercle R/Z. 

Proposition 2.4. Pour tout n G N\{0} ; l'application ip^ n : C — » Q^ 11 induite par 

/ T)\ f G /7 4 si a < oo 

[ Gr„ « = OO 

esi un homéomorphisme. 

Démonstration. L'application ip^ 11 est bijective d'après la proposition 12.11 Les espaces C 
et Gn 1 étant métrisables, montrons que ip^ 11 est séquentiellement continue et propre. On en 
déduira que l'application ijj^ 11 est continue, bijective et propre, donc un homéomorphisme. 

Soit c = (a, 0) G C tel que a ^ oo. Soit (ck)keN = («fc, /3fc)fceN une suite de C convergeant 
vers c, ce qui signifie que la suite (a/JfcgN converge vers a et que la suite (Pk)km converge vers (3. 
Alors les deux générateurs (^,0) et (£, n) du groupe ip^ n (c) sont les limites des suites (^-, 0)fc £ N 

et ( — , n) de {élj 1 (ck))k<m respectivement. Réciproquement, soit P une partie infinie de N et soit 
r Pk+ikPk ^ g fcn ) fceP une suite de (ip^ 11 (ck))k£P convergeant vers (x, m). Alors qk = q est constant à 
partir d'un certain rang, et donc Pk = p également. En conclusion, l'élément (x, m) = qn) 
appartient à ^ /7 (c). On a donc montré que la suite de sous- groupes ijPn 1 i. c k))k&i convergeait 
vers ^ 77 (c). 

Soit c = (oo, 0) le sommet du cône C . Soit {ck)k<m — ( a k, Pk)keN une suite de C convergeant 
vers c, ce qui signifie que la suite (ak)keN tend vers oo. Supposons que ctk ^ oo pour tout 
fc£N. Choisissons des représentants Pk de Pk bornés. Soit (x, qn) G ip^ n (c), où x G R et q G Z. 

Alors la suite ( E ( xak > +q P k ; ] d'éléments de (^pl II (ck))keN converge vers (x,qn). Puisque 

\ a k J këH 

^ /7 (cfc) C ^ /7 (c) pour tout k G N, on en déduit que la suite de sous-groupes (^^(cfc))/^ 
converge vers ip^ n (c). 

Ainsi l'application tp^ n est continue. 



Soit (cfc)fcgN = («fc,/3fc)fc6N une suite sortant de tout compact de C. Montrons par l'absurde 
que la suite (^ /7 (cfc))fc 6 H sort de tout compact de G™ 1 '■ supposons quitte à extraire que cette 
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suite converge vers un sous-groupe H G Q n . Alors, par continuité de l'application a, on en 
déduit que la suite (o^ = a(^ // (c/ c )))fc 6 N converge vers a(H) G ]0,oo]. Or le sous-espace 
{a ^ ^} du cône C est homéomorphe au cône fermé sur le cercle {a = ^!p-}, et est donc 
compact. Ceci est une contradiction avec le fait que la suite (ck)km sort de tout compact, et 
qu'en particulier < ^ïp- à partir d'un certain rang. Ainsi la suite (ipn 1 ( c k))keN sort de tout 
compact de G^ 1 , et l'application G^ H est donc propre. □ 

2.5 Domination de l'espace Q(R x Z) 

Les motivations qui nous ont mené à cette construction proviennent des éclatements en 
géométrie algébrique, même si dans notre cas il s'agit de « demi - éclatements », réalisés sur un 
ensemble non algébrique (les points rationnels de M x {0}). La construction s'inspire également 
beaucoup des méthodes d'éclatement « à la Denjoy »(voir la partie 

Considérons l'espace topologique produit Y = [0,oo] x R x P 1 (M) (Q : en tant que pro- 
duit dénombrable d'espaces compacts métrisables et de l'espace localement compact métri- 
sable M, l'espace Y est lui-même localement compact métrisable. Nous noterons sous la forme 
(a, (3, (D r ) re o) les éléments de Y , où pour chaque rationnel r G Q, D r est une droite affine du 
plan euclidien orienté M 2 passant par le point (0, r) . 

Par l'adjectif « vertical », nous qualifierons toute droite de M 2 parallèle à la droite d'équation 
x — 0, et par l'adjectif « horizontal », nous qualifierons toute droite de M 2 parallèle à la droite 
d'équation y = 0. De plus, si (a, /3, (D r ) r ç.q) G Y , on notera pour tout r G Q par 9 r G ] — \ , f ] 
l'angle orienté entre la droite D r et la droite horizontale : si la droite D r est verticale, on pose 
9 r = |. On notera de même (9' r ) re q (resp. (9") rG q) les angles correspondants pour un élément 
(a',(3',(D' r ) reQ ) (resp. (a", fi", (D'{) r€ ®)) de Y . 

Considérons le sous-espace Y de Y constitué des éléments (a, j3, (D r ) rG Q) de Y dont toutes 
les droites (_D r )reQ sont concourantes en le point (a,/3) du plan euclidien si a ^ oo, et dont 
toutes les droites (_D r )reQ sont horizontales si a = oo. Le sous-espace Y est fermé dans Y , 
donc est localement compact et métrisable. 

Considérons l'espace quotient Z de Y par la relation d'équivalence y = (a, (3, (D r ) re <o) ~ 
y' = (a',j3', (D' r ) re Q) si l'on se trouve dans l'un des cas suivants : 

1. a = a' = et les droites D r et D' r sont verticales pour tout r G Q. 

2. a = a' = 0, (3 = f G Q, (3 1 = y G Q, b = b' et les droites Dp et D' p , sont parallèles. 

3. a = a' G ]0, oo[ et il existe p G Z tel que, pour tout r G Q, les droites D r et D' r+ soient 
parallèles. Remarquons qu'alors j3' — j3 + p. 

4. a = a' = oo. 

C'est bien une relation d'équivalence, et nous noterons dorénavant [a,/3, (D r ) re o\ la classe 
d'équivalence de (a, (3, {D r ) r€ q). 

Proposition 2.5. L'espace Z est métrisable et compact. 
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Démonstration. Montrons que l'espace Z est séparé : considérons les trois sous-espaces saturés 
Y = {(a,(3,{D r ) reQ ) G Y : a = 0}, ^ ,oo[ = {(a, (3, (D r ) re q) G Y : a G]0,oo[} et = 
{(a, (3, (D r ) re q) EY : a = 00} de Y. Deux points de Y n'appartenant pas à un même de ces 
trois sous-ensembles peuvent être séparés par des ouverts saturés disjoints, à l'aide du paramètre 
a. Considérons donc le cas où ils appartiennent à un même de ces trois sous-ensembles. 

1. Soient y = (0, j3, (D r ) re q),y' = (0,f3\ (D' r ) re q) G Y non équivalents. 

- Supposons que les droites D' r soient verticales pour tout r G Q. Alors (3 = | G Q et la 
droite Dp n'est pas verticale : elle fait un angle 9p G ] — f , f [ avec l'horizontale. Soit 
e= i(!_ |^|) > 0. Soient 

U = {(a",[3",(D';) reQ )eY:3peZ,\el-ep\<e} 

b 

et U' = {(a", (3", (DÏ)reo) e Y : a" < e et Vp G Z, \9l - 9 P \ > e}. 

b 

L'espace U' est ouvert car la première condition a" < e implique que la seconde condi- 
tion Vp G Z, |0£ — Qp\ > e ne porte que sur un nombre fini d'entiers p G Z. Alors U 

b 

contient y, U' contient y', et U et U' sont des ouverts saturés disjoints. 

- Supposons que les droites (D' r ) r£ q ne soient pas toutes verticales, ni les droites (D r ) re q. 
Ceci signifie que (3 = | G Q, (3' = y G Q et que les angles 9p et 9% appartiennent à 
] — f , f [■ Puisque y et y' ne sont pas équivalents, cela signifie que b ^ b' ou 9@ 7^ 9L. 
Soient s > et r] > 0, définissons 

U = {(a", f3", (D") re ®) E Y : 3p E Z, \6'p — 6 p\ < s et a" < r,} 

b 

et U' = {(a", 0", (D';) reQ ) EY :3p' G Z, \6" p , - 9' gi \ < e et a" < r/}. 

Pour e > et r\ > suffisamment petits, les ensembles {(a", (3", (D") re q) G Y : 
|0£ — 9p\ < e et a" < 77}, pour p G Z, sont disjoints. Ainsi l'entier p E Z intervenant 

b 

dans la définition d'un élément de U est uniquement déterminé (et de même pour U'). 
Supposons b 7^ b'. Si un point (a", (3", (D") r£ q) appartient à U H U', alors il existe 

p,p' G Z tels que |0£ — 9p\ < e et \9", — 9L\ < e. Par ailleurs 

b v 

R" _ R R" _ £^ 

tan ^ = - — — ^ et tan0", = ^— 



P E 



Ainsi a" = tan6) »'„ t a n g" • Or I tané*'/ — tan0", | est majoré par une constante c dépendant 



de 0/3, et e. Donc il suffit de choisir 77 < ^ pour que les ensembles Î7 et t/ 7 soient 
disjoints. 

Supposons maintenant b = b' et Qp 7^ Si un point (a",/3",(D") re q) appartient à 
UDU', alors il existe p,p' G Z tels que |#p — #g| < e et |#", — | < e. Pourvu que e soit 

b ~b 
pL — E 

suffisamment petit, on doit avoir p 7^ p'. Or a" = - — e n_ t b g „ , et | tan0p — tan0", | est 

an , »^ 6 _ 

majoré par une constante c dépendant de 9p, 9L et e, il suffit de choisir 77 < ^ pour 
que les ensembles U et U' soient disjoints. 
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Dans chacun des deux cas, on a ainsi construit des voisinages ouverts saturés disjoints 
de y et y'. 

2. Soient y = (a, (3, (D r ) rÇ Q), y' = (a\ (3' , (D' r ) re o) G Y] 0tOO { non équivalents. En particulier 
a 7^ a' ou (3 ^ (3' mod Z. Dans chacun de ces cas, il est aisé de construire des voisinages 
saturés disjoints de y et de y'. 

3. Tous les points de sont équivalents. 

Considérons le sous-espace compact Y' = {(a, j3, (_D r )reQ) £ Y : (3 G [0,1]} de Y. Ainsi 
l'espace séparé Z, image continue du compact Y' par la projection canonique pr : F — »■ Z, est 
compact. 

Considérons les trois sous-espaces Z , Z] 0>oo [ et de 2T, images de Yo, ^jo,oo[ et Y^ respec- 
tivement par la projection pr. 

L'ouvert zT] 0iOO [, homéomorphe au produit § x x]0, oo[, est à base dénombrable : soit (U n ) n en 
une base dénombrable d'ouverts de Z]o,oo[- Considérons les ouverts de Z 

V nA9 = pr({(a,(3, (D r ) reQ ) G Y : 3p e Z,\9e - 9\ < - et a < -}), 

b n n 

pour n G N\{0}, b G N\{0} et G Qn]^, f [, ainsi que 

V' n = pr({(a,{3, (D P ) r6Q ) G Y : G Z, - - |0* | < - et a < -}), 
pour n G N\{0} et enfin 

W n =pr({(a,/3,(D r ) reQ )eY : a > n}), 

pour n G N\{0}. 

Alors les familles (U n ), (V n ^ t g), (V^) et (W^) forment une base dénombrable d'ouverts de Z. 
Ainsi l'espace topologique Z est à base dénombrable, or il est compact, donc il est métrisable. 
□ 

Nous allons voir comment les espaces A et G se plongent dans l'espace Z . 
Proposition 2.6. L'application %a '■ A — » Z définie par 

-(1 + e 2 * 6 *) 7^ t— > [0, -, (D r ) re o\, où pour tout r G Q non congru à | modulo 1, 
D r est verticale, et où 6i — 6 

b 

i— » [0,0, (D r ) r6 Q], où ;?owr tout r e Q, D r est verticale 
est un plongement. 
Démonstration. Cette application est continue en : si (z n )neN = 

(_L(l + e 2î ^))„ 6N converge 

vers 0, quitte à extraire, soit (6 n )neN tend vers +oo, soit (0 n )neN tend vers ±|. Notons la 
suite des images iA{z n ) = [0, r-, (-D r ,n)re<Q]- Dans le cas où la suite {b n ) n ^ tend vers +oo, 
alors pour tout r G Q la suite (0 r) n)neN converge vers ±|, donc la suite (iA{z n ))nm converge 
vers le point ia(0). Dans le cas où la suite (0 n ) n€N tend vers ±|, alors la suite (iA{z n ))n<=N 
converge également vers le point z'a(0). L'application %a est continue et injective. Or l'espace A 
est compact, et l'espace Z séparé, donc c'est un plongement. □ 
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Proposition 2.7. L'application %c '■ C — > Z définie par 
(a, j3) (où a 7^ oo) h 



(oo,0) 
est wn plongement. 



a, (3, (D r ) re tQ\, où pour tout r G Q, la droite 
D r passe par les points (0, r) et (a, (3) 

00, 0, (D r ) re o\ : où pour tout r G Q, la droite D r est horizontale 



Démonstration. Cette application est continue et injective. Par ailleurs, son inverse Iq : 
ic(C) — > C est également continue. □ 

On peut remarquer que l'ensemble Z est réunion disjointe des ensembles ia{A) et ic{C). 
Fixons un entier n G N\{0}, et considérons l'application 

: Z 



i A (a) 



Q{G) 



III, 



c . 



Proposition 2.8. L'application <p n est continue. 

Démonstration. D'après les propositions 12.31 et 12.41 on sait que l'application n , en restriction 
à ia(A) et à ic(C), est continue. Puisque ic(C) est ouvert dans Z (comme complémentaire du 
compact ij\(A)), il suffit de montrer que si une suite (zk = [ctfc, Ac, (-Dfc,r)reQ])fc6N de ic(C) 
converge vers z = {a, {3, (D r ) r€ o\ G ia(A), alors la suite (ipn 1 ( z k))keN converge vers ipn 
i~Â {z). Choisissons des représentants de Zk tels que la suite (Pk)ken converge vers (3. 

- Si ïp 11 o i~^(z) = {0}, cela signifie que pour tout r G Q, la direction de la droite Dk, r 
tend vers la verticale. Remarquons que l'angle 9k, r entre la droite Dk, r et l'horizontale 



vaut 9 



k , r 



arctan 



Ainsi, pour tout r G Q, la suite ^ 



Pk.-r 



tend vers +00. 



k& 



< Pk+<lkPk 



%n)keP 



Soit P une partie infinie de N et des entiers pk-, Qk G ^ tels que la suite 
d'éléments de (ipi 11 r °^ 1 (-2fc))fceP converge vers (x, m). Alors la suite qk est constante égale 
à g G Z à partir d'un certain rang. 



Supposons q 7^ 0, alors la suite 



rée par la suite 



Pk- 



p k 



fceP 

où p' k est l'entier tel que 



converge vers -. Or cette suite est mino- 

° 1 



soit minimal : puisque 



fceP 



la suite (f3k)keN converge, la suite (p' k )keP est bornée. Or, pour tout r G Q, la suite 



Pk-r 
&k 



tend vers +00, donc la suite 



fceN 



Pk- 



at- 



tend vers +00 : c'est une contra- 



keP 



diction, puisque cette suite est bornée. Ainsi q = et m = 0, puis comme (o;*; 
vers 0, nous avons x — 0. 

En conclusion, la suite (^ 7/ o ^(^^gn converge vers {0} = ^ o (z). 



tend 
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- Si ip 11 o i A (z) 7^ {0}, alors les droites (D r ) r& Q ne sont pas toutes verticales : ainsi (3 = 
f G Q, et c'est la droite Dp qui n'est pas verticale. De plus, pour tout r G Q différent 

de (3, la direction de la droite D^ T tend vers la verticale, et l'angle 9p tr = arctan f 

converge vers 9 G ] — §,§[■ Alors la suite ( ~ a ^ k , bn)km converge vers (5tan#, bn), qui 
est un générateur de ^ o i~ A l ( z ) = G{[ &neM . 

Réciproquement, soit P une partie infinie de N et des entiers pk,qk G Z tels que la suite 
{ Pk+ ^ j3h , qkn)kep d'éléments de {ipi 11 ° iQ^{zk))k£P converge vers (x, m). Alors la suite qk 
est constante égale à q G Z à partir d'un certain rang, et la suite (pk + q/3k)keP converge 
vers 0. Puisque la suite ((3k)k&p converge vers (3, la suite (pk)keP doit être constante à 
partir d'un certain rang, égale à p G Z tel que (3 = — -. Ainsi il existe £ G Z tel que q = £b 
et — p = la. Ainsi, on en conclut que (x,m) = £(btan9,bn) G G^[ an0bn . 

En conclusion, la suite (ip^ 11 o z^ 1 (z fc ))fc£N converge vers G^{ an(9jbn = ipi 1 ° Ia{z)- □ 
Considérons de plus l'application continue 

0o : Z -»■ Ç/(R x Z) 
2 = [a,/3, (-D r ) r6 Q] ^ Gi. 

Considérons l'espace X = G(Z) x Z, muni de la topologie produit : c'est un espace métrisable 
compact. Considérons alors l'application 

(f) : X -> g(IxZ) 
(nZ,z) i-> 0„(z). 

Proposition 2.9. L'application esi continue et surjective. 

Démonstration. La surjectivité est claire. La continuité de chacun des n assure que l'appli- 
cation est continue sur ({?(Z)\{{0}}) x Z. Montrons la continuité sur {{0}} x Z. 

Soit ({0},z) G X, et soit (n^Z, Zk)keN une suite de X convergeant vers ({0},z). Alors 
(oc(zk))k£N converge vers a(z). Si = à partir d'un certain rang, alors la continuité de 
l'application O assure que la suite de sous-groupes (0o(z*;))fc6N converge vers <f>o(z). Quitte à 
extraire, on peut donc supposer que rik > pour tout entier fceN. 

- Si a(z) > 0, alors la suite (ri/c)fceN tend vers +oo. Ainsi la limite de la suite de sous- 
groupes (4>n k ( z k))keN est la même que la suite de sous-groupes (Z(— , 0))fc e N, c'est-à-dire 
Z(± 0) = = 0({O},z). 

- Si at(z) = et a(zk) > à partir d'un certain rang, alors la suite (z/JfceN de ic(C) 
converge vers Ïa(0) G ïa(A) dans Z, donc pour tout rationnel r G Q la suite (0k, r )keN 
converge vers ±|. Soit P une partie infinie de N et (pk)k&p, (<7fc)/teP des entiers tels que 
la suite ( Pfc +^A , gfc^fcgp d'éléments de 4> nk (z k ) converge vers (x, m). Ainsi g^n^ = m à 
partir d'un certain rang, donc quitte à extraire on peut supposer qk = q et Uk = n pour 
tout entier k <E N. On peut de plus supposer que la suite (Pk)keP converge vers (3 G R. 
Ceci implique que la suite doit être constante égale à p à partir d'un certain rang. Si 
(p,q) ^ (0,0) et p g Q, alors (2±^) fc6P tend vers oo. Si (p, g) ^ (0,0) et f3 G Q, alors 
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( p+ql k = gtan0 fc _£ ) tend également vers oo. Or cette suite converge vers x, donc 

(PiQ) = (0)0) e t ainsi (x, m) = (0,0). On a donc montré que la suite de sous-groupes 
(4>n k (z k )) km convergeait vers {0} = (f) Q (z). 
- Si a(z) = et a(z k ) = à partir d'un certain rang. Si la suite (n k )keN tend vers +oo, 
alors la suite de sous-groupes ((p nk (z k ) = Z(7 fc ,n fc )) fc6N converge vers {0} = <fio(z). Sinon 
on peut supposer que la suite (n k ) k ^ est constante égale à n à partir d'un certain rang. 
Dans ce cas, d'après la continuité de l'application </>„, la suite ((f> n {zk))ken converge vers 

0nMO)) = {O} = O (2). 

□ 

On a ainsi construit un espace compact qui domine l'espace Ç{R x Z). L'espace Ç(RxZ) est 
donc homéomorphe au quotient X de l'espace X par la relation d'équivalence (nZ, z) ~ (n'Z, z') 
si 0(nZ, z) = 0(n'Z, z'). 

Décrivons plus précisément cette relation d'équivalence : deux éléments (nZ, z) et (n'Z, z') 
sont identifiés si l'on se trouve dans l'un de ces trois cas, où l'on note z = [a, j3, (-D r ) r6 Q] et 

1. a = a' = et les droites (D r ) re q = (D' r ) re Q sont toutes verticales. 

2. a = a' = 0, (3 = f G Q, $ = £ G Q, bn = b'n' et = 

3. a = a' et n = n' = 0. 

Afin d'avoir une idée plus précise de la topologie de l'espace Ç{RxZ), nous allons la décrire 
avec des recollements. 



2.6 Description avec des recollements 

Considérons le cercle R/Z, et procédons « à la Denjoy » (voir par exemple |KHl § 2, p. 403]) 
en remplaçant chaque rationnel | de R/Z par un segment I-â : l'espace R ainsi obtenu est 
encore homéomorphe à un cercle. Une manière de le construire explicitement est de poser 
R = {(j3,6) E R/Z x [-f , f] : si p g Q/Z alors 9 = f }, muni de la topologie induite de 
l'ordre lexicographique sur IR x [— f , f ] : (/?, 9) ^ (/?', 0') si (5 < 0' ou (3 = (3' et ^ 0'. Fixons 
un homéomorphisme £ = (£1,^2) : M/Z — >• iî. 

Considérons C, le cône fermé sur R/Z défini dans la partie [2T4l et considérons l'application 
continue 

g:dC -> A 

( 0,m 1 > J |(l + e 2i& ®) si 6® =? eQ/Z 

\ sinon. 

Proposition 2.10. L'espace Z est homéomorphe au recollement C U g A des espaces C et A le 
long de g. 
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Démonstration. 



Considérons, pour chaque rationnel (3 = 
| G Q/Z, le demi-disque ouvert r-g in- 
clus dans C C C, de diamètre le segment 
x hf , ^]) : voir la figure H 



FlG. 2 - Les demi-disques (r^)^ g 

Notons Y = {(a,0, (D r ) rm ) G Y : a = 0} et Y >0 = {(a,/3, (D r ) reQ ) G Y : a > 0} les 
deux sous-espaces de F, et Z et Z>o leurs images dans Z. Identifions Z >0 avec le cône ouvert 
C par l'application [oc,/3, (D r ) re o\ \— > (a, (3). 



Considérons, pour chaque rationnel (3 = 
| G Q/Z, le disque ouvert T'-^ dans Z >0 tan- 
gent au cercle {a = 0} en le point (0, (3), et 
de diamètre suffisament petit pour que 
les disques (r^-)^ e Q/z soient deux à deux 
disjoints : voir la figure El 




0i 



O ri 



a 2 




O 




ri 



03 



FlG. 3 - Les disques (TL)p eQ/z 

Il est clair qu'il existe un homéomorphisme entre l'espace C privé des demi-disques (r^)^ 6 
et l'espace Z >0 privé des disques (rQ^ e Q/ z , qui envoie le demi-cercle dT^ au bord du demi- 
disque T-0 sur le cercle dT'-^ au bord du disque T~. Prolongeons cet homéomorphisme en envoyant 
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le demi-disque T-p sur le disque de la manière suivante : à chaque arc de cercle obtenu à partir 
du demi-cercle dF-g en effectuant une homothétie (x, y) t— > (Xx,y) (pour À G ]0, 1]), associons le 
cercle obtenu à partir du cercle d'T-p en effectuant une homothétie (x, y) i— » (Xx, X(y — (3) + (3) 
(ce qui donne un cercle de rayon Yôb?) : v °i r l a figure [4] 




On a ainsi construit un homéomorphisme de C sur Z >0 , qui envoie chaque voisinage d'un 
point c de dC dans C sur un voisinage du point g(c) dans Z >0 . Si on considère de plus l'ho- 
méomorphisme %a de A sur Z , ces deux applications définissent une unique application r( de 
C U g A sur Z. Cette application est bijective et continue d'après la proposition 11.91 puisqu'on 
peut prolonger l'homéomorphisme de C sur Z >0 par i& o g : — > Z en une application conti- 
nue de C sur Z, compatible avec g. Par ailleurs l'application rj' est un homéomorphisme en 
restriction aux images de C et A dans C U g A, et la remarque sur l'image des voisinages assure 
que cette application est ouverte. Ainsi l'application r/' est un homéomorphisme de C U g A sur 
Z. □ 

On peut voir sur la figure [5] un schéma représentant l'espace Z : le cône C se recolle sur 
l'espace des anneaux hawaïens A. Les pointillés suggèrent la façon dont le cône « tourne » afin 
de réaliser cela. 
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FlG. 5 - L'espace Z 



On a construit un homéomorphisme r\ : Z — > C U g A. Pour n G N\{0}, si l'on compose cet 
homéomorphisme avec l'homéomorphisme 

^4 — > A n 
o no 

on obtient un plongement r] n : Z —> C U g A, et son image est l'image de C U A n dans C U g A. 

Considérons l'espace C» = G(Z) x C, quotienté par la relation d'équivalence ({0},a,(3) ~ 
({0},«,/3') pour tous a G [0, oo] et (3,(3' G R/Z. Cet espace C» est constitué d'une suite de 
copies C n du cône C s'accumulant sur leur axe [0, oo]. Considérons l'application 



g O0 :dC oo = g(Z)xdC A 
(nZ, c) h- » 



^(l + e 2ie ) si n ^ et #(c) = ±(l + e 2ie ) 
si n = 0. 



Théorème 2.11. L'espace Ç{R x Z) esi homéomorphe au recollement C» U 9oo A des espaces 
Coo et A le long de goo . 

Démonstration. Considérons l'application 

: X = G(Z) x Z CooU^A 



fnZ, zl 



(nZ, rj n (z)) G Coo si n 7^ 
({0}, a(z), 0) G Cqo sin = 0. 



D'après la proposition précédente, l'application 0' est un plongement en restriction à {nZ} x 
Z, pour tout entier n G N\{0}. Puisque l'espace {nZ} x Z est ouvert dans X pour tout 
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n G N\{0}, l'application <f>' est un plongement en restriction à ({?(Z)\{{0}}) x Z. Par ailleurs il 
est clair que l'application <$' est continue en restriction à {{0}} x Z. La continuité de l'application 
a, et le fait que les cylindres C n s'accumulent dans Coo, assurent que l'application 0' est continue 
sur {{0}} x Z >0 . Par ailleurs le plongement r] n , pour n G N\{0}, assure que l'application <// est 
continue sur {{0}} x Z . 

En conclusion, l'application <fi' est une surjection continue de X sur C œ U 9oo A. Il suffit 
de constater que la relation d'équivalence sur X donnée par <fi'(x) ~ <f>'(x') est exactement la 
même que celle considérée précédemment 4>(x) ~ 4>(x'), pour en conclure que les deux espaces 
quotients U 9oo A et Ç7(R x Z) sont homéomorphes. □ 

Nous avons donc démontré le théorème principal de cet article (et donc le théorème énoncé 
dans l'introduction). Voici une représentation de l'espace Ç(RxZ) (figure [6]). 



Q 1 



a = 




gn 

FlG. 6 - L'espace Ç(l x Z) des sous-groupes fermés de M x Z 



Remarquons, comme souligné par le rapporteur de cet article, le fait suivant. 

Proposition 2.12. Soit Gz(M x ^) ^ e sous-espace de Q(M. x Z) constitué des sous-groupes 
cycliques infinis fermés deMx Z, et Q le quotient de M. x Z\{0,0} par l'involution (x,n) h- > 
(—x, —n). Alors l'application K x Z\{0,0} — > fe(R x 2) définie par (x,n) i— >• Z • (x, n) induit 
un homéomorphisme rj de Q sur x Z). 

Démonstration. Il est clair que l'application 77 est bien définie, et bijective. 

Soit (a;, n) G R x Z\{0,0}, montrons que r\ est continue en ±(x,n). Soit (±(xk,nk))k<=N une 
suite de Q convergeant vers ±(x,n). Choisissons les représentants tels que la suite (xk,n k ) keN 
converge vers (x, n) dans M x Z. Tout élément de Z • (x, n) est clairement limite d'éléments 
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de (Z • {xki nk))keN- Réciproquement, soit P une partie infinie de N et (pk)keP une suite de 
Z telle que la suite (p k Xk,Pknk)keP converge vers (x',n'). Puisque (x,n) 7^ (0,0), ceci impose 
que la suite {pk)k&p soit bornée : quitte à extraire, on peut donc supposer qu'elle est constante 
égale à p G Z. Ainsi (x',n') = (px,pn) G Z ■ (x,n). Ceci conclut la preuve de la continuité de 
l'application 77. 

Soit Z ■ (x,n) G (?z(R x Z), montrons que l'application 77 _1 est continue en Z ■ (x, n). Soit 
(Z • (x/;, nfc)) nS N une suite de £?z(R x Z) convergeant vers Z • (x, n). Si la suite (x/ç, n k ) ke ^ sortait 
de tout compact de R x Z, la suite (Z - n k )) neN convergerait vers {0}. Si la suite (x k , n k ) ke ^ 
convergeait vers (0, 0), la suite (Z - (x k , n k )) ne ^ n'admettrait pas de limite discrète. Ainsi, quitte 
à extraire, on peut supposer que la suite (x k , n k ) ke ?q converge vers (x f , n') 7^ (0, 0). Et d'après la 
première partie, dans ce cas nous avons (x, n) = ±(x',n'). Donc l'application rf x est continue. 
□ 

L'application 77 a pour image (Ç ; \{lx {0}})UG n ■ Elle envoie la demi-droite (Rx {0})/± sur 
la demi-droite [0, 00 [ C [0, 00] ~ G 1 , par la valeur absolue. Et elle envoie la droite Rx{±n}, pour 
n G N\{0}, sur le cercle épointé A n \{0} G 11 , par l'application (x, ±n) 1— > ^(1 + e 2îtanx ). 

Ainsi, l'espace (?g(R x Z) est homéomorphe au recollement d'un intervalle [0, 00 [ sur les anneaux 
hawaïens A, en identifiant G [0, 00 [ et G A. 



2.7 Le groupe fondamental de l'espace Q(M. x Z) 

Nous allons maintenant nous intéresser au groupe fondamental de l'espace G (M. x Z). 
Considérons les sous-espaces Z = {a = 0}, Z >0 = {a > 0} et Z^i = {a G [0,1]} de Z. 
Puis les espaces X , X >0 et X^i, images de G(Z) x Z , (?(Z) x Z >0 et <?(Z) x Z<gi dans X. 

Proposition 2.13. L'espace X^i se rétracte par déformation forte sur Xq. 

Démonstration. Considérons l'application h : X^i x [0, 1] — > X^i, induite par passage au 
quotient de 



g{z) x x [0, 1] g(z) x z 

(nZ, r]~ l (ta, (3j) si n 7^ et rj n (z) = (a, (5) 
({0},to) si n = et a = a(z). 



(nZ, z, t) 



Cette application est continue, fixe X pour tout t G [0, 1], vaut l'identité pour t = 1 et a pour 
image X pour t = 0. Par conséquent, l'espace X^i se rétracte par déformation forte sur X . □ 

Le résultat suivant est bien connu, voir par exemple |Hatl Example 1.25, p. 49]. 

Proposition 2.14. Le premier groupe d'homologie entière H\(A) de l'espace A n'est pas dé- 
nombrable. □ 

Théorème 2.15. Le premier groupe d'homologie entière, et donc également le groupe fonda- 
mental, de l'espace Ç7(R x Z) est non dénombrable. 
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Démonstration. L'espace X^i se rétracte par déformation forte sur X , espace qui est ho- 
méomorphe à A. Ainsi le groupe Hi(X^i) n'est pas dénombrable. 

L'espace X >0 est homéomorphe à une suite de disques ouverts disjoints D n s'accumulant sur 
un rayon D . D'après la proposition |Hat[ Proposition 2.6, p. 109], nous avons Hi(X >0 ) = 0. 

Enfin remarquons que l'espace X >0 nX^i est homéomorphe à une suite de cylindres disjoints 
C n s'accumulant sur leur axe Cq. D'après la même proposition, nous avons Hi(X >0 n X^i) ~ 
Q) n eNHi(C n ) pour tout entier i G M. Ainsi 

^o(SnxJ) ~ 0z 
etifiOxTonxJ) ~ z. 

neN\{0} 

En particulier, ces groupes sont dénombrables. 

Puisque les intérieurs des espaces X >0 et X^i recouvrent X, on peut écrire la suite exacte 
de Mayer-Vietoris pour l'homologie entière (voir |Hatl pp. 149-153]) : 

. . . H 2 (X) - H^X^o n x^) - ^i(xTo) © ^i(A^) 1 H^X) - H (X^ n xj) . . . 

En conclusion, le morphisme 7 : iïi(X^i) — > Hi(X) a un noyau ifi(X >0 H A^i) et un 
conoyau Hq(X > q H X^i) dénombrables. Or l'espace de départ Hi(X^i) est non dénombrable, 
donc l'espace d'arrivée Hi(X) ~ Hi(Ç{R x Z)) n'est pas dénombrable. □ 

Thomas Haettel 

École Normale Supérieure, DMA UMR 8553 CNRS 

45 rue d'Ulm, 75005 Paris 
thomas.haettel@ens.fr 
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